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Mé dau

Mot phuong trinh vi phan (DE) 1& mot phuong trinh chita céc
ham chua biét va dao ham ciia chiing. Néu phuong trinh chi chita
mot ham chua biét va cdc dao ham tuong tmg chi phu thudc vao mot
bién doc 1ap, né duge goi 1a phuwong trinh vi phdan thuong (ODE).
Mbt phuong trinh vi phan dugc goi 1 tuyén tink néu su rang budc
gifta ham s6 va cdc dao ham 1a tuyén tinh; ngudc lai, né duge goi 1a
mot phuong trinh vi phan phi tuyén. Cé nhiéu phuong trinh vi phan
thuong trong vat 1y 1 tuyén tinh, do d6 ching cé nhiéu céch giai.
Mot ¥ tudng dé gidi phuong trinh phi tuyén d6 1a bién d6i ching vé
dang tuyén tinh, tuy nhién, vé mit téng quét cé rat it truong hop
thod phuong phap nay. Do d6 nghién ctu phuong trinh vi phan phi
tuyén mot cach doc lap 1a can thiét, va cling nhiéu thit thich. Luin
an nay nghién ctru nghiém liouville téng quét ctia phuong trinh vi
phdn dai s6 cAp mot (AODEs); day 1a mot 16p phuong trinh quan
trong ciia 1f thuyét phuong trinh vi phan dai sb phi tuyén.

Mot phuong trinh vi phan dai s6 (AODE) cAp mot 1a phuong
trinh vi phan c¢6 dang F(y,y’) = 0, trong d6 F 1a mot da thitc bat
kha quy hai bién v6i hé s6 thudc vao K(z), v6i K 1a truong déng
dai s6 c¢6 diic s6 0. Giadi phuong trinh vi phan 14 vin dé xéc dinh
mot ham khd vi y = y(z) sao cho F(y(z),y'(z)) = 0. Néu y(z)
thudc vao K(z) (mé rong dai sé ctia K(x)), thi y(x) duge goi 1a
mot nghiém hiu ty (nghiém dai s6). y(x) duge goi 1la mot nghiém
liouville néu n6 thudc vao mdt ma rong liouville ctia K(z). Néu mot
nghiém chita mo6t hang s6 bat ki né dude goi 1a nghiém tong qudt.
Vi du, y(z) = exp(2? + ¢) 1a mot nghiém liouville tong qudt cla

phuong trinh dai s6 cAp mot 3y’ — 22y = 0.

Phuong trinh vi phan dai sé ciAp mot da duge nghién cttu phd
bién va c6 nhiéu giai thuit cho céc 16p phuong trinh dic biét. Mot
trong nhitng nghién ctu sém nhat cho cic phuong trinh nay 1 cong
trinh ctia Fuchs [16] (1884). Trong [20] (1926), Ince da trinh bay
mot bitc tranh téng quat vé phuong trinh vi phan thuong. Trong



hai cong bd [30,31] (1970s), Matsuda phan loai cdc trudng ham vi
phéan (sai khdc ding cAu) khong cé céc diém ki di di chuyén dugc.
Trong bai bdo [29] (1913), Malmquist d& nghién citu cdc 16p phuong
trinh vi phan cAp mot c¢é nghiém phéan hinh siéu viét, va Eremenko
xem xét lai vin dé nay trong [10] (1982). Ap dung 1y thuyét ciia
Matsuda, Eremenko, [11] (1998), dua ra két qua 1y thuyét vé su
chin béc clia nghiém hitu ty, diéu nay cé mot vai tro 16n trong viéc

tim dang biéu dién cu thé ctia loai nghiém nay.

C6 thé xem Liouville (khodng nim 1830) 13 mét trong nhiing
ngudi dau tién xem xét dang phuong trinh don gidn nhat v = a,
véi a € k, 6 day k 1a mot trusng vi phan dic sb 0. Néu phuong
trinh nay cé mot nghiém thudc vao trudng vi phan md rong s cap
E ¢6 cuing trudng hang K ctia k, thi ton tai ¢p, ca, . .., ¢, € K va céc

phan tt u, us, ..., u, € Kk va v € k sao cho

n ’

Uy /

o= c,— t+ .
-1 Wi

Trong bai béo [44] (1968), Rosenlicht chi ra rang dinh li Liouville
c6 thé trinh bay hoan toan bang céng cu dai s6. Vé thuit toin cho
cdc phuong trinh nay, Risch dugc xem la ngudi tién phong. Trong
cic cong bd [41,42] (1960s), Risch mo6 ta phuong phap dé xac dinh
tich phan so cap cia §u véi w1 mot ham so cdp. M rong phuong
phép clia Risch, trong céc bai bdo [51,52] (1970s), Singer nghién citu
nghiém so cap clia phuong trinh vi phan dai s6 cAp mot. Mot 4p dung
cu thé 1a diéu kién can va di dé phuong trinh 3 = R(y) € C(y) ¢6
mot nghiém so cap. Trong [56] (2017), Srinivasan téng quéat két qua
ctia Singer cho trudng hgp tim nghiém liouville. Trong [25] (1986),
Kovacic trinh bay mét phuong phap day da va hiéu qua dé tim
ngiém liouville ctia phuong trinh vi phan tuyén tinh cip 2. Thudt
toan tim nghiém hitu ty téng quéat ctia phuong trinh Riccati trong
phuong phép cia Kovacic duge 4p dung trong céc bai bdo ctia Chen
va Ma [7] (2005) va V& ciing cdc cong su [57] (2018) dé gidi quyét
bai todn xac dinh nghiém hitu ty tong quat ctia phuong trinh vi



phéan dai s6 cdAp mot tham sb hod duge. Trong [19] (1996), Hubert
nghién cttu nghiém téng quat dang 4n bang cach tinh todn trén co
s& Grobner. Trong bai bao [40] (1983), Prelle va Singer nghién citu
tich phdn so cap toan phan I(x,y) clia hé phuong trinh c6 dang

dx dy »
. P(l‘,y), 5. = Q(x7y)a Vil P(m,y),Q(x,y) € (C[l‘7y]
dz dz
tit d6 dan dén mot nghiém téng quat I(z,y) = ¢ ciia phuong trinh
y = géx’yi Trong bai bdo [55] (1992), Singer xem xét lai vin
T,y

dé nay v6i cAu héi tim tich phan liouville toan phan I(z,y). Gan
day, trong cong bd [9] (2021), Duarte va Da Mota da trinh bay mot
phuong phép tinh todn hop 1y cho tich phan liouville toan phan.

Thuat todn trong hai cong b ctia Feng va Gao [14,15] (2000s)
duge xem 13 diém xudt phéat ctia phuong phap hinh hoc dai s6 dé
giai phuong trinh vi phan dai sé cAp mét. Thuat todn nay xac dinh
liéu mot phuong trinh vi phan cAp mdt autonom, F(y,y’) = 0, ¢6
mot nghiém hitu ty téng quat va tim dude trong trudng hop kha thi.
Diém mAiu chdt clia ¥ tudng 1a mot nghiém hitu t tuong tng véi
mot phép tham sé hitu ty, tit d6, ching ta tim lai mét phép tham sb
hitu ty khéc sao cho thanh phan thit hai 1a vi phan ctia thanh phan
dau tién. Su ton tai ctia phép tham sb riéng duge khing dinh béi
Sendra va Winkler [49] (2001). Két qud nay kéo theo su xdc dinh

ctia nghiém hitu t§ téng quat.

Mbét sb trudng hop tong quéat hon duge phat trién dua trén y
tudng bai bdo clia Feng va Gao [14,15] . Ching toi trinh bay mot
vai cong trinh tiéu biéu ké thita ¥ tudng nay. Trong [7], Chen va Ma
dua viéc xdc dinh nghiém hitu t téng quét cta 16p phuong trinh
vi phan dai s6 cAp mot tham s6 hod duge vé viéc gidi phuong trinh
Riccati théng qua phép tham sb hitu ty, khi d6, phuong phép trong
bai bdo [25] ¢6 thé a4p dung. Tuy nhién, bai bdo nay chua diy du
vi chua chiic chdn dang hitu ty ctia phép tham sb. Nghién citu trén
cting 16p phuong trinh nay, trong hai cong bd [33,34] (2010s), Ngo
va Winkler da trinh bay moét phuong phap tim nghiém hitu ty tong



quat dua trén phép tham sé hitu t§ ctia mat cong dai sb. Bang viéc
xéc dinh mot phép tham s6 t6i wu ciia dudng cong dai s trén trudng
hitu ty, V6 va cong su [57] da bo sung day di cho bai bao [7] va dat
dudge moét thuit todn day du dé tim nghiém hitu ty tong quat ciia
phuong trinh vi phan dai s6 cAp mot. Mot ban tong két va tém luge
mot s6 hudng nghién citu khac ciia phuong phap hinh hoc dai s6 ¢6
thé tim & cong bd clia Sebastian va cong sy [12] (2023).

Trong ludn 4n nay, ching toi ké thita va md rong céc y tudng
ctia Feng va Gao [14,15], Srinivasan [56], va Vo clng cdng su [57]
cho van dé tim nghiém liouville téng quat ctia phuong trinh vi phan

dai sb cAp mot. Luan 4n dat dugce cac két qua sau.

o Dinh nghia nghiém liouville httu ty (Pinh nghia 2.2.3) va dua
ra Thuét toan RatLiouSol trong Muc 2.4 dé tim nghiém liou-

ville hitu t§ ctia phuong trinh vi phan dai s cAp mét autonom.

« Chiing t6 rang nghiém liouville (bao gdm ca nghiém dai s6)
ctia phuong trinh vi phan dai s6 cAp mét autonom giéng khong
13 nghiém liouville hitu ty (B6 dé 3.2.2), va dé xuat Thuat
toan LiouSolAut trong Muc 3.3 dé tim va phan loai nghiém

liouville cho hai trudng hop nghiém: dai sb va siéu viét.

o DPé xuat Thuét todn LiouSol trong Muc 4.1.2 dé tim nghiém
liouville ctia phuong trinh vi phan dai sé cAp mét gidéng khong

(bao gom ca trudng hgp autonom va khéng autonom).

« Dinh nghia phép bién d6i luy thita (Pinh nghia 4.2.1) va dwa
ra Thuét todn RedPol trong Muc 4.2.2 dé tim dang rit gon cta
phuong trinh vi phan dai sé cAp mét. Tt d6 dua ra mot phuong
phép tim nghiém liouville ctia phuong trinh vi phan dai s6 ¢

gidéng duong nhung dang rit gon cé gibng bang khong.

o Dua vAn dé tim nghiém cta phuong trinh vi phan cip mot
v6i hé s6 thude vao mot md rong liouville vé gidi mot phuong

trinh vi phan dang (4.1) bang phép ddi bién trong Muc 4.4.
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Luén én nay tong két qua trinh lam viéc ciia ching t6i trong
ba nam qua va trinh bay so ludc vé cdc van dé ching to6i tiép tuc

quan tdm. Cau tric cla ludn 4n dudc trinh bay nhu sau.

Chuong 1 trinh bay cac kién thitc co ban ciia dai s6 vi phan

va hinh hoc dai s6 va cac cong cu chinh dung trong ludn an.

Trong Chuong 2, ching t6i dinh nghia nghiém liouville hitu
ty clia phuong trinh vi phan dai s6 cAp mot autonom. St dung tinh
chat ctia phép tham s hitu ty, ching toi dua ra diéu kién can va di
dé mot phuong trinh vi phan dai sé cdp mot autonom cé nghiém
liouville hitu ty. T két qua li thuyét, chiing t6i trinh bay mot thuat
toan xac dinh nghiém liouville hitu ty ctia phuong trinh vi phan dai

sb cAp mét autonom.

Trong Chuong 3, dung ly thuyét truéng ham mot bién, chiing
t6i chi ra duge mot nghiém liouville (néu ton tai) clia phuong trinh vi
phan dai s6 cAp mot autonom gidng khong chinh 14 nghiém liouville
hitu ty. Hon nita, nghiém liouville nay cé thé mé ta thong qua rang
buoc dai sb bdi két thitc Sylvester. Cac két qua niay dan dén mot
thuat todn xac dinh su ton tai nghiém ctia phuong trinh vi phéan dai

s6 cAp mot autonom gidng khong.

Trong Chuong 4, ching t6i nghién citu nghiém liouville ctia
phuong trinh vi phan cdp mot gidng khong thong qua phuong trinh
vi phan lién hop tng v6i mot phép tham s6 hitu t§. Dung 1y thuyét
trudng ham dai s6, ching toi chi ra ring su tuong tGng nay bio
toan tinh chat c6 nghiém liouville. Két qua nay bao gom trudng
hgp phuong trinh autonom trong Chuong 3. Thém nita, ching t6i
dua ra mot thuat todn xac dinh dang rat gon cia mot phuong trinh
vi phan bdi phép bién ddi luy thita. Diéu nay dua dén mot phuong
phép tim nghiém liouville clia phuong trinh vi phan dai sb cAp mot
giéng 16n hon khéng nhung dang rit gon c6 gidong khéng. Cudi cling,
b&i phép dbi bién, ching t6i nghién citu phuong trinh vi phan dai

50 cap mot v6i hé s6 thudc vao mot ma rdng liouville ctia C(x).



Chuong 1

Kién thitc co sé

Kién thiic co s6 ctia dai s6 vi phan va hinh hoc dai sé can
thiét cho lun 4n nay cé thé tim trong cac tai liéu tiéu chuan tuong
tng nhu [4,24,43] va [8,27,50,59].

1.1 Pai sbé vi phan

Pinh nghia 1.1.1. Cho k 13 mdt trudng c6 dac s6 0. Mot dao ham
ctia truong k, ki hiéu béi /, 1a mot todn tit trén k thoa:

1. (a+b) =ad+?V

2. (ab) =d'b+alt/
v6i moi a, b € k. Mot trudng k duge trang bi mot ’ dude goi 1a mot
truong vi phan. Mot phan tit a € k dude goi 1a hang s6 néu o’ = 0.

Pinh nghia 1.1.2. Mot truong md rong E cta k dude goi la truong
md rong vi phdn ctia k néu va chi néu dao ham ctia F han ché trén

k dong nhat v6i dao ham ctia k.



1.2 Pudng cong dai sd

Pinh nghia 1.2.1. Cho K 13 mot trudng déng dai sb cé dic sb
0. Mot tap hgp con C = A?(K) duge goi 1a mot dudng cong dai s6
(dudng cong, viét gon) néu ton tai mot da thicc bat kha quy khac
hang s6 F € K[X,Y] sao cho C = V(F). Khi d6 F dugc goi 1a da
thite xdc dinh ctia C. Doi khi ta ciing cé thé goi F(z,y) = 0 14 mot
duong cong dai sb.

1.3 Truong ham dai s6 mot bién
Pinh nghia 1.3.1. Cho K la mét trudng déng dai sd c6 dic s6 0.
Mbt truong L > K dudc goi 1a trudng ham dai s6 mét bién trén K

néu céc diéu kién sau théa: L chita mdt phan ti x siéu viét trén K,
va L hitu han sinh dai s6 trén K (z).

1.4 Ham hiu ty trén dudng cong dai sb

Noi dung chi tiét ctia muc nay cé thé xem & [26, Chapter 4].

1.5 Chuan bi

Pinh nghia 1.5.1. Cho F(y,y') = 0 14 mot phuong trinh vi phan
cAp mot trén K. Pudng cong F(y,w) = 0 v6i F(y,w) € K[y, w]
duge goi 1a duong cong dai sé tuong ing cia F(y,y') = 0.



1.5.1 Trudng ham dai sb lién két

Pinh nghia 1.5.2. Néu L 13 trudng ham dai s6 mot bién trén K,
ton tai n, £ € L sao cho L = K(n, &) véi n 1a phan ti siéu viét trén K
va ¢ dai s6 trén K (n). Trudng ham L = K (n,¢) duge goi 1a truong
ham lién két ctia dudng cong dai s6 C x4c dinh bdi da thtic bat kha
quy F néu F(n,€&) = 0. Dudng cong dai s6 C dudc goi 1a mot dai
dién affine clia trudng ham dai s6 L.

B6 dé 1.5.3. [37, Lemma 2.7] Néu 7 la mot nghiém siéu viét trén
K ctia phuong trinh vi phan F(y,y’) = 0, thi K(n,7) 1a mdt truong
ham lién két clia dudng cong dai s6 tuong tng C xac dinh bdi
F(y,w). Hon nita, néu C c6 giéng khong thi trusng ham lién két
K(n,n') c6 dang K(t).

1.5.2 Phép tham sb hitu ty

Dinh nghia 1.5.5. Mot phép tham sé hiu t1j clia modt dudng cong
dai s6 C xac dinh bdi F(y,w) 1a mot cdp ham s6 hitu ty P(t) =
(r(t),s(t)) € K(t)? sao cho hai tinh chat sau ding.

1. V6i hau hét ¢ thi P(tg) = (r(to), s(to)) € C.

2. V6i hau hét (zg,yo) € C ton tai tp € K sao cho P(tg) =
(I07 ZUO) .

Mot duong cong dai s6 dude goi 1a hiu tyj hoac 1a mot dudng
cong hitu ty néu né c6 mdt phép tham sé hitu ty P(¢). Hon nita, néu
to 1a duy nhét thi phép tham s6 hitu ty P(t) nay dudc goi 1a mot

phép tham s6 riéng.



Chuong 2

Nghiém liouville httu ty
cua phuong trinh vi
phan dai s cAp mot

autonom

Chuong nay xét phuong trinh vi phan dai sé cAp mdt autonom

F(y,y') = 0. (2.1)

2.1 Giai phuong trinh vi phan dai s6 cap
mot bang phép tham so6

Dinh 1i 2.1.4. [14, Theorem 5] Cho y = r(z),w = s(x) ld mat phép

tham s6 riéng ciia F(y,w) = 0 vdi r(x), s(x) € Q(x). Phuong trinh

F =0 ¢é mét nghiém hitu ty tong qudt néu va chi néu moét trong
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cdc biéu thic sau zdy ra
ar'(x) = s(z) hodc a(x —b)*r'(z) = s(x) (2.4)

vdi a,b e Q vd a # 0. Néu mot trong cic biéu thic trén ding, thay

o
a(x + ¢)

mét nghiém hiu ty tong qudt cia F = 0, vdi ¢ la hang sé bat ki.

x bdi a(x + ¢) (hodgc b — ) vao y = r(x), ching ta thu duge

2.2 Nghiém liouville httu ty

Pinh nghia 2.2.2. [35, Definition 2.7] Cho E 1a mé rdng liouville
ctia C va t € E\C. t dugc goi 1& phan tit liouville hitu ty trén C néu
t' e C(t).

Pinh nghia 2.2.3. [35, Definition 2.8] Cho F(y,y’) = 0 la phuong
trinh vi phan dai s6 cAp mot autonom. Mot nghiém y = r(t) cla
F(y,y") = 0 dudc goi 1a nghiém liouville hitu tj trén C néu né c6
dang

ant™ + anfltn_l + - +art+ag
T(t) = 1 )
bmtm + bnz—ltm_ + e+ blt + bO
véim,neN, a;,b; € C,vatla phan ti liouville hitu tj trén C.

2.3 Két qua chinh

B6 dé 2.3.1. [35, Lemma 3.1] Néu phuong trinh vi phan dai s6 cap
mot autonom F(y,y’) = 0 c¢6 nghiém liouville hitu ty khac hang sb
thi F(y,w) = 0 14 dudng cong hitu ty.

B6 dé 2.3.4. [35, Lemma 3.2] Gid st F(y,w) = 0 ¢d (r1(t), s1(t))
la mét phép tham so riéng hiu ty. Néu F(y,y') = 0 ¢6 mot nghiém

dry dz
\ . d At

liouville hitu ty khdc hang so the dt o4 dang i hodc ﬁ, vl
s1(t) dt a

z € C(t) vd a € C\0.
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B4 dé 2.3.5. [35, Lemma 3.3] Cho (r(t),s(t)) la mot phép tham sé
d

”
riéng hiu ty cia F(y,w) = 0. Ddt h(t) = % xét hai trudng hop:
% 2 . dz o

1. Néu ton tai z(t) € C(t) sao cho h(t) = e dat z(t) = x,
ta dugc r(t) la mot nghiém liouwville hitu ty cia F(y,y") = 0.
dz

2. Néu ton tai z(t) € C(t) sao cho h(t) = dat v0i 0 #a € C,
ddt z(t) = xp az, ta duge r(t) ld mot nghiém liowville hitu ty cla
Fly,y') =
B6 @é 2.3.6. [35, Lemma 3.4] Cho F(y,w) = 0 la mét dudng cong
hitu ty trén C véi (r1(t), s1(t)) va (ra(t), s2(t)) la hai phép tham so
riéng. Khi do

r Sl(t) . ’_ 52(t)
e O R ()
di dt

la tuong duong nhav vé khd ning cé nghiém liouville.
Dinh 1i 2.3.7. [35, Theorem 3.1] Phuong trinh vi phan dai sé cap

mét autonom F(y,y') = 0 c6 mét nghiém liouville hitu tyj khdc hang
$6 néu va chi néu F(y,w) = 0 la duong cong hitu ty va vdi moi

dr
tham s6 riéng (r(t),s(t)), ton tai z(t) € C(t) sao cho % c6 dang
s
dz
dz dt

— hodc véi phan ti khdc khong a € C. Trudng hop thit nhat,

az
ddat z(t) = x, vd trudng hop thi hai, dit z(t) = expaz, vdi &’ =1,
khi dé r(t) la mot nghiém liouville hitu ty cia F(y,y’) = 0.

2.4 Thuat toan va cac vi du
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Thuét toan RatLiouSol
Pau vao: Dudng cong dai s6 F(y,w) = 0 trén C.

Pau ra: Nghiém liouville hitu t§ ctia F(y,y’) = 0 néu co.

1. Néu F(y,w) = 0 khong phai 1a duong cong hitu ty, thi tra vé
“F(y,y’) = 0 khong c6 nghiém liouville hitu t§”. Néu khéc,
@
2. Tim mot phép tham sb riéng (r(t), s(t)) va dat h(t) = dt_

s(t)
3. Néu h(t) khong thod cic trudng hgp ctia Dinh 1f 2.3.7, thi tra
vé “F(y,y') = 0 khéng c6 nghiém liouville hitu tj”. Néu khéc,

dt
P t
(a) Néu h(t) = — € C, ta dat z(t) = — = z. Khi d6
a a
t = g(z) = ax, va y = r(ax) 1a mot nghiém huu ty. Tu dé

. d
4. Néu h(t) = = véi 2(t) € C(t), dit 2(t) = z. Ta xét:
1

r(a(z + ¢)) 1a nghiém hitu ty tong quat.

p 1 —
b) Neu h(t) = ——, ta dat z(¢t) = = x. Khi
1 1
db6t=yglx)=b— —. Vayy =r (b— > la mot nghiém
azx azr

htu ty. Tw @6 r (b — 13 nghiém hitu t§ téng quat.

1

a(x + c))

(c) Néu t = g(z) va hai trudng hop (a) va (b) khong xay
ra, thi F(y,y’) = 0 ¢6 nghiém can thic r(g(x)). Trong trudng
hop nay, 7(g(x + ¢)) 1a nghiém can thitc tong quat.

(d) Néu khong ton tai nghiém cin g(z) sao cho t = g(z),
thi r(¢) 14 nghiém liouville hitu ty (khong 14 nghiém cén thic).

dz

5. Néu h(t) = % voi z(t) € C(t), ta dit z(t) = expaz. Gid st
t = g(z), ta duge r(g(x)) 1a nghiém liouville hitu ty (siéu viét).

Khi d6, r(g(z + ¢)) 1a nghiém liouville hitu ty tong quat.

12



Chuong 3

Nghiém liouville cua
phuong trinh vi phan
dai sb cip mot

autonom giéng khéng

3.1 Két thiic Sylvester

Cho P(t) = (’Z((f)) 2’23) vai m(t),n(t), p(t), q(t) € C[t], va

xem xét cac da thic sau
GT (s,t) = m(s)n(t) — n(s)m(t), GF(s,t) = p(s)q(t) — q(s)p(t)

HY (t,x) = w.n(t) —m(t), Hj (t,y) = y.q(t) — p(t).
B6 dé 3.1.2. [50, Lemma 4.6] Cho C la duwong cong xdc dinh bdi
F(x,y), ¢6 P(t) la mot phép tham sé6 riéng. Ton tai h € N sao cho:

rest(Hl (ﬁ,:lj)7H2 (t,y)) = (F(mmy)) :

13



3.2 Két qua chinh

B6 dé 3.2.2. [36, Lemma 3.2] Cho F(y,w) = 0 ld mét dudng cong
hitu . Gid st n la mot nghiém liowville ctia F(y,y") = 0 trén C thi
n cang chinh la mot nghiém liouville hitu ty trén C.

Dinh li 3.2.3. [36, Theorem 3.3] Cho F(y,w) = 0 ld mét dudng cong
hitu tyj. Phuong trinh vi phan dai s6 autonom F(y,y') = 0 c¢é nghiém
liouville trén C khi va chi khi véi moi tham so riéng (r(t), s(t)) cia

F(y,w) =0, ton tai z(t) € C(t) sao cho phuong trinh lién hop h(t)
dz

d ar .
co dang £ hodc % vdi phan td khdc khong a € C. Truong hop thi
nhat, dat z(t) = x, va truong hop thi hai, dat z(t) = exp(ax), thé
thi r(t) la mot nghiém liowville cia F(y,y') = 0.
B6 dé 3.2.5. [36, Lemma 3.5] Gid st F(y,w) = 0 ¢ phép tham
P d P
s6 riéng (r(t), s(t)) sao cho h(t) ¢é dang d—i, vdi z(t) € C(t). Néu

p d
(r1(t), s1(t)) la mot phép tham so riéng khdc, thi hy(t) cd dang %,

vdi z1(t) € C(1).
B6 dé 3.2.6. Cho F(y,w) = 0 ld mét duong cong hitu tyj. Gid si
G(x,y) = 0 la mot nghiém dai s6 cia F(y,y') = 0, vdy thi giong
ctia G(x,y) = 0 bang khong.
Pinh li 3.2.8. [36, Theorem 3.8] Cho F(y,w) = 0 ld modt ducng
cong hitu ty. Phuong trinh vi phan F(y,y') = 0 ¢6 nghiém dai so
p p d
G(z,y) = 0 néu vd chi néu phuong trinh lién hop h(t) ¢é dang d—:,
vdi z(t) € C(t). Néu nghiém nay ton tai, da thic G(x,y) sé dugc
zdc dinh thong qua tham sé hitu ty ciia chinh né.
Dinh 1i 3.2.9. [36, Theorem 3.9] Cho F(y,w) = 0 la mdt dudng cong
hitu ty. Néu n la nghiém liouville siéu viét trén C cia F(y,y') = 0.
Khi dé ton tai 0 # a € C va da thitc bit khd quy G sao cho
G(exp(ax),n) = 0. N6i cich khdc, n la nghiém dai s6 trén C(exp(az)).
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3.3 Thuat toan va ap dung

Thuét toan LiouSolAut

Pau vao: Pudng cong hitu ty F(y,w) = 0 trén C.

Pau ra: Nghiém liouville tdng quét ctia F(y,y’) = 0 néu cé.

1. Tim phép tham sb rieng (r(t),s(t)) cta F(y,w) = 0, va x4c
dr

dinh phuong trinh lién hop h(t) = %.
S
, d
9. Néu h(t) = ?i voi 2(t) € C(t), dit 2(t) = z va P(t) =
(2(t),7(t)). Pat G(x,y) 1a phan dudi luy thita clia

res,(H{ (t,z), HY (t,y))

trong Bo dé 3.1.2, thi G(x, ) = 013 mot nghiém dai s6. Do d6,
G(z + c,y) = 0 1a nghiém dai s6 tong quét cia F(y,y’) = 0.
dz
3. Néu h(t) = C% voi (1) € C(t), dit 2(t) = exp(ax) = u. Dit
P(t) = (z(t),r(t)), tién hanh twong tu truong hop (2.), ta
thu duge G(u,y) = 0 la mot nghiém liouville siéu viét. Vay
G(exp(a(z + ¢)),y) = 0 1a nghiém liouville tong quat.

4. Néu khéc, thuat toan ding, va F(y,y’) = 0 khong c6 nghiém
liouville.

Ap dung, v6i P(y) € C[y] ¢6 bac 3, ta xét phuong trinh
y*? = P(y). (3.1)

Ménh dé 3.3.8. [36, Proposition 4.7 and Remark 4.8] Phuong trinh
vi phan (3.1) ¢é nghiém liouville trén C néu va chi néu P(y) = 0 c6

nghiém kép.
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Chuong 4

Nghiém liouville cua
phuong trinh vi phan

dai s6 cap mot

Chuong nay xét mot phuong trinh vi phan dai sb cAp mot
F(Y,Y') =0, (4.1)

v6i F 1a da thitc bat kha quy thuoe C(2)[y, w].

4.1 Nghiém liouville cta phuong trinh vi
phan dai sé cAp mét gidng khoéng
4.1.1 Phuong trinh vi phan lién két

Tim nghiém ctia mot phuong trinh vi phan (4.1) qua mdt
phép tham s6 rieng P(t) = (u(t),v(t)) trong truong hgp cé giong

16



bang khéong dwa dén viéc giai phuong trinh
A
t
o(t) — 240
t'(z) = - (4.3)

ot

Dinh nghia 4.1.1. Phuong trinh (4.3) dudc goi la phuong trinh vi
phan lién két ctia phuong trinh vi phan dai s6 (4.1) tuong tmg véi
mot phép tham sb rieng P(t) = (u(t), v(t)).

B& dé 4.1.2. [37, Lemma 3.3] Cho P(t) v P(t) 1a hai phép tham sb

5 i a,B,,5 € T,

riéng ctia F, ton tai phép déi bién s = a
Yt + 6
ad — By # 0, giita hai phuong trinh vi phan lién két ctia F tng véi

P(t) va P(t).

4.1.2 Két qua chinh va thuit toan

Dinh ly 4.1.3. [37, Theorem 3.4] Phuong trinh vi phan dai s6 cap
mot giong khong (4.1) ¢ nghiém liowville tong qudt néu va chi néu
phuong trinh vi phan lién két (4.3) ing vdi mét phép tham sé riéng
P(s) cing vdy.

Theo [57, Theorem 4.3], ton tai phép tham s6 riéng tdi wu
P(t) sao cho phuong trinh (4.3) c6 dang

t = % = f(z,t) € C(z,1). (4.7)

Vay khong mat tinh téng quét, khi xét phuong trinh (4.3)
chiing ta luén c6 thé xét né & dang phuong trinh (4.7).
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Thuit toan LiouSol

Pau vao: Phuong trinh F(Y,Y’) = 0 (4.1) gidng khong.
Pau ra: Nghiém liouville ctia (4.1) néu cé.
1. Tim phép tham sb riéng tdi wu ciia dudsng cong F(y,w) = 0
P(t) = (u(t),v(t)) € (C(z,1))*.
2. Tinh phuong trinh vi phan (4.7) tuong tng véi P(t).

3. Néu phuong trinh (4.7) c¢6 nghiém liouville tong quat ¢(z),
thi tra vé “Y(z) = u(t(z)) 1a nghiém liouville tong quét cta
phuong trinh vi phén (4.1)”.

4. Néu khéc, tra vé “(4.1) khong c6 nghiém liouville tdng quét”.

4.1.3 Khao sit phuong trinh (4.7) va vi du

Ménh dé& 4.1.5. [37, Proposition 3.6] Néu phuong trinh vi phdan
(4.7) ¢d dang
t' = b(2)t + c(2), (4.8)

vdi b(2), c(z) € C(z), thi né luon cé nghiém liouville.
Ménh dé 4.1.7. [37, Proposition 3.8] Gid st rang phuang trinh vi
phan (4.7) ¢6 dang mot phuong trinh Riccati

t' = a(2)t? + b(2)t + c(2), (4.9)
vdi a(z),b(z),c(z) € C(z) va a(z) # 0. Thé thi ta c6 thé zdc dinh
rang phuong trinh ndy cé nghiém liowville hay khong.

Ménh dé 4.1.8. [37, Proposition 3.9] Néu phuong trinh vi phdn
(4.7) la autonom, thi ta cé thé xdc dinh liéu né cé nghiém liouville

hay khong.
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4.2 Phép bién d6i luy thira va ap dung

4.2.1 Phép bién d6i luy thira

Dinh nghia 4.2.1. [37, Definition 4.1] Mot phép bién doi luj thia

14 mo6t phép bién déi c6 dang

u=Y"u =nY" 'Y 2<neN. (4.19)

Cho ko 1 bac thip nhit ctia thanh phan thuan nhat khic
khong ctia da thitc bt kha quy G, thé (4.19) vao G ta cb

d
G(u,u') = Y(n=Dko Z Z eIy (1 (k=ko)yiy i
k=ko i+j=k (4.22)

=YDk p(y, y").

B6 dé 4.2.2. [37, Lemma 4.2] Cho G(u,v’) va F(Y,Y") 14 hai da
thitc trén C(z). Néu c6 mot phép bién déi luy thira (4.19) sao cho
biéu thitc (4.22) dugc thoa, thé thi cic didu sau ding.

1. Véi méi k > ko, da thiic
F, (Y,Y') = Z eyl Y (D (k=ko)y iyt
itj=k
13 thuan nhat bac ny = n(k — ko) + ko, va ny, = ko 1a bac

thap nhat gitta cdc thanh phan thuan nhat khac khong ctia F.

2. Cho ng, v ng, 1a bdc clia hai thanh phan thuan nhat khéc
nhau ctia F. Thi n 1& mot nhén t chung clia (ng, — ng,) va

(nkz — Ny ) .

3. Néu F la da thtic bat kha quy thi G ciing vdy. Trong trudng
hop nay, néu F cé gidbng khong thi G cling c¢6 gidng khong.
Hon nita, diéu ngudc lai cia hai tinh chat nay khéng ding.
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4.2.2 Dang rit gon bdi phép bién déi luy thira

Pinh nghia 4.2.3. [37, Definition 4.3] Cho F(Y,Y”) la mot da
thitc bat kha quy. Cho HD 1a tip hgp tat ci céc bac clia cic thanh
phan thuan nhit khac khong ctia F, va chon ng, = ko (xem (1.), B6
dé 4.2.2) 1a thanh phan bé nhit ctia HDp. Ta dinh nghia t4p hop

Dp = {n>2|nla udc chung clia tit ca (m — ko) v6i m € HDp}.

(4.19)
Gia st Dp # & va lay n € Dp. Ta ndi rang phan ti n cdm sinh
mot phép bién déi luy thita (4.19) néu ton tai mot da thitc bat kha
quy G(u,u’) sao cho biéu thitc (4.22) duge thod. Khi d6, ching ta
néi F duogc bién doi tir G bdi phép bién ddi (4.19) tuong tng véi n.
Chiing ta dinh nghia tap hgp

Pr = {n € Dp | n cdm sinh mot phép bién déi luy thira (4.19)}.
(4.20)
R6 rang, Pr € Dp. Néu Dp = (F, thi Pr ciing 1a tip rong.

B6 dé 4.2.4. [37, Lemma 4.4] Néu F(Y,Y’) la mot da thitc bat
kha quy thuan nhat thi Dg 13 tdp vo han. Hon nita, Dz dong nhat
vii PF.

B6 dé 4.2.5. [37, Lemma 4.5] Cho F(Y,Y”) 14 mot da thiic bat
kh& quy khéng thuan nhat, thi D 13 tdp hop hitu han hosc chi 1a
tap réng. Hon nita, Dy va Pr 14 hai t4p hgp khac nhau.

Dinh nghia 4.2.6. [37, Definition 4.6] Mot da thitc bat kha quy
khong thuan nhat F(Y,Y”) dugde goi 1a dang mit gon néu Pr = .
Ngoai ra, F' dugc goi la dang khong rut gon.

Dinh 1i 4.2.8. [37, Theorem 4.8] Cho F' ld mdt dang khong rit gon.
Ldy n la phan ti lon nhat clia Pr va G la mét da thic bat khd quy
sao cho F dudc bién doi tv G 1ing vdi phép bién doi lug thaia cdm
sinh bdin. Thé thi G la mét dang rit gon.
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Thuét toan RedPol

Pau vao: Pa thitc bat kha quy khong thuan nhat F(Y,Y”).

Pau ra: Dang rit gon va phép bién déi (4.19) néu co.

1. Viét F thanh tong cic thanh phan thuan nhat dé tim HDp.
2. Xéc dinh kg va Dp.
3. Xéac dinh Pp.

4. Néu Prp = &, thi tra vé “F(Y,Y’) 1a dang rit gon va khong
ton tai phép bién déi luy thita (4.19)”.

5. Néu khéc, cho n = max Py (phan tit 16n nhét ciia Pr), tra vé
“Dang 11t gon G(u, ) va phép bién ddi (4.19) tmg v6i n”.

Cho F(Y,Y’) 1a da thitc xdc dinh phuong trinh vi phan (4.1)
thé thi dang rit gon G(u,u’) (tim duge béi Thuit toin RedPol)
dugc xem la da thiic xac dinh ctia phuong trinh vi phan

G(u,u’) = 0. (4.25)

Dinh li 4.2.11. [37, Theorem 4.11] Gid st F(Y,Y’) =0 (4.1) dugc
bién doi tu dang it gon G(u,u') = 0 (4.25) bang mot phép bién
doi lug thita (4.19) (ding véin = 2). Thé thi (4.1) cé mot nghiém
liowville néu va chi néu (4.25) cing vdy. Hon nia, néu n la mot

nghiém liouville ciia (4.1), ton tai nghiém liouville & ciia (4.25) théa

Y™~ =0. (4.26)

4.2.3 Ap dung

Phuong phép trén duge ap dung dé giai phuong trinh vi phan
¢6 gidbng duong nhung dang rit gon c6 gidng bang khong nhu [18,
Example 6] hodc [21, 1482, 485, 487, 504, 509, 541, 542, 543, 544].
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4.3 Phép bién d6i Mobius

Mot phép bién doi Mébius 1a phép bién d6i c6 dang

oY + 5, aY +6Y’
u = u =
VY +6§° vY +6 )7

voi «, 8,7,0 € C(z), ad — By # 0.

(4.34)

Pinh 1i 4.3.3. [38, Theorem 3.1] Gid st phuong trinh vi phin F
twong duong véi G. Thé thi F c¢é mét nghiém liowville néu va chi
néu G ciing vay. Trong trudng hop cé nghiém, sy tuong wng nghiém
gitia hai phuong trinh vi phan nay la mot-maot.

4.4 Phuong trinh vi phan dai s6 cap mot
vGi hé so liouville
Xét phuong trinh vi phan sau
F(y,y') =0, (4.40)

v6i y 1a ham sb clia 2 va F € E[y, w], tic 13 mot phuong trinh vi
v6i hé sb trén truong mé rong liouville ciia E clia C(z). Gia sit rang
c6 mot phép ddi bién

z = p(z), (4.41)

sao cho phuong trinh vi phan (4.40) duge bién d6i thanh mét phuong
trinh vi phan dai s6 (4.1) trén C(2), ttc 1a

Fly.y) =F(Y,Y') =0,
v6i F € C(2)[y,w]. Néu Y (2) 1A mot nghiém liouville ctia (4.1), thi
y(a) =Y op(z)
la mot nghiém liouville ciia (4.40).
Néu ta xét hé sb siéu viét, cé thé tham khao [4, Chapter V].

Trudng hgp xét hé s6 cin thitc, c6 thé tham khao [5].
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Két luan va van dé tiép tuc quan tam

Chiing t6i da xem xét 16p phuong trinh vi phan dai sé cap
mot va nghién ctu vé nghiém liouville clia ching. Mot sb phuong
phép da dugc ding dé tim cAu tra 15i vin dé nay. Trong ludn 4n

nay, ching t6i da dat dugc cc két qua sau.

1. Chiing t6i dua ra Dinh nghia 2.2.3 vé dang ctia mot nghiém
liouville hitu ty. Trong Muc 2.4, ching t6i trinh bay Thuat
todn RatLiouSol dé tim nghiém liouville hitu t§ ctia phuong

trinh vi phan dai s6 cAp mot autonom.

2. Biang B6 dé 3.2.2, ching t6i chi ra duge mot nghiém liouville
(bao gom ca nghiém dai s6 va hitu ty) ctia phuong trinh vi
phan dai s6 cip mot giéng khong autonom ciing chinh 13 mot
nghiém liouville hitu ty. Trong Muc 3.3, ching t6i trinh bay
Thuét todn LiouSolAut dé tim va phéan loai nghiém liouville
theo hai truong hgp nghiém dai sé va nghiém siéu viét.

3. Trong Muc 4.1.2, chiing t6i trinh bay Thudt todn LiouSol dé
tim nghiém liouville ctia phuong trinh vi phan dai s6 cAp mot

giéng khong (gom ca trudong hgp autonom va khong autonom).

4. Chiing t6i dua ra Dinh nghia 4.2.1 ctia phép bién d6i luy thia
va trinh bay Thuit toin RedPol trong Muc 4.2.2 dé tim dang
rit gon clia mdt phuong trinh vi phan dai s6 cAp mot. Tit
d6 dua ra mot phuong phap tim nghiém liouville ctia phuong
trinh vi phan dai s6 c6 giéng 16n hon khéng nhung dang rit
gon ctia ching thi cé giéng bang khéng trong Muc 4.2.3.

5. Ching to6i dua van dé tim nghiém ctia phuong trinh vi phan
dai s6 cAp mot véi hé s6 thude vao mot mé rong liouville vé
viéc gidi mot phuong trinh vi phan dai s6 dang (4.1) bang
phép déi bién trong Muc 4.4.
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So luge vé cac van dé ching téi tiép tuc quan tam.

1. Nghién citu sy lién quan vé gidng 16n hon khéng ciia
phuong trinh vi phan dai sé cip mét khi thé mot phép
bién ddi luy thira (4.19) vao mdt phuong trinh vi phan
gibng khéng. Trong Muc 4.2, ching t6i di xem xét nhung
chua dua ra duge mot cong thiic rd rang vé su thay déi clia
gibng. Dé tiép tuc nghién citu theo huéng nay, ching toi sé
tham khdo thém céc tai liéu lién quan [8,24,27,31].

2. Tiép tuc quan tam dén viéc tim nghiém liouville ctia
phuong trinh vi phan (4.7). Van dé nay da dugc xem xét
& Muc 4.1.3, dé tiép tuc nghién ciru, ching t6i sé tham khéo
thém céac tai liéu lién quan [4,9,53-55].
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